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ABSTRACT. – We use Demailly’s regularization theorem and cut-off theorems (Siu, Bassanelli) to prove
a “Zariski decomposition” for positive d- or ddc-closed currents on a compact complex surface.
For a compact Kähler surface, we get a Nakai–Moishezon type characterization of the Kähler cone.
Ó Elsevier, Paris
RÉSUMÉ. – Si X est une surface complexe compacte, le théorème de régularisation de Demailly et les
théorèmes de décomposition de Siu (pour les courants positifs d-fermés) et de Bassanelli (pour les courants
positifs ddc-fermés) permettent de décomposer les cônes positifs de X en partie “nef” et en courbes de
self-intersection strictement négative.
Pour les surfaces kählériennes, nous démontrons un critère de Nakai–Moishezon pour les classes de
formes et de courants kählériens. Ó Elsevier, Paris
Mots Clés: Formes kählériennes, Courants positifs
Introduction
Sur une variété complexe compacte, nous utilisons les groupes d’Aeppli pour donner une
caractérisation numérique des classes de courants positifs (voir section 1) de bidegré ou de
bidimension (1,1).
Comme le montre l’article de Harvey–Lawson, l’obstruction à la kählérianité est un objet ana-
lytique (courants positifs). En adaptant la méthode de Harvey–Lawson, on peut donner une ca-
ractérisation numérique des classes de formes kählériennes sur une variété kählérienne compacte.
Ces résultats sont valables en toute dimension. On obtient de la même manière une ca-
ractérisation des classes de courants kählériens (voir section 2).
Pour les surfaces compactes, après avoir démontré un théorème de structure pour les classes
de courants positifs d-fermés, nous obtenons pour les surfaces kählériennes un critère de Nakai
pour les classes de formes kählériennes. Ce critère équivaut à l’énoncé analytique suivant :
THÉORÈME 0.1. – Soit X une surface kählérienne compacte, ω une (1,1)-forme semi-







α ∧ω > 0,
(iii) ∫Ej α > 0 pour toute courbe Ej de X de self-intersection négative,
alors il existe une fonction χ , C∞ sur X telle que α+ ddcχ soit strictement positive sur X.
Ce travail complète celui de [14].
JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES. – 0021-7824/99/03
Ó Elsevier, Paris
250 A. LAMARI
1. Classes de courants positifs
Soit X une variété complexe de dimension n.
On note Ep,q le faisceau des germes de formes C∞ de bidegré (p, q), D′p,q le faisceau des
germes de courants de bidimension (p, q).
Si U est un ouvert de X, D′p,q (U ) est le dual de Γc(U,Ep,q). Un courant de bidimension
(p, q) est de bidegré (n− p,n− q), ce que nous noterons D′p,q =D′n−p,n−q .
Les espaces de formes seront munis de la topologie C∞ et les espaces de courants de la
topologie faible.
Si HR est le faisceau des germes de fonctions pluriharmoniques réelles, on a (cf par exemple
[11]) :
H 1(X,HR)= {ω ∈ ER
1,1(X) | dω= 0}
ddcER0(X)
= {τ ∈D
′R1,1(X) | dτ = 0}
ddcD′R0(X)
.




ker{ddc :En−1,n−1R (X)→ E2nR (X)}
{ω ∈ En−1,n−1R (X) | ∃S ∈ En−1,n−2(X),ω= ∂¯S + ∂S¯}
= {T ∈D
′n−1,n−1
R (X) | ddcT = 0}
{T ∈D′n−1,n−1R (X) | ∃S ∈D′n−1,n−2(X), T = ∂¯S + ∂S¯}
.
On notera :
P 1(X)⊂H 1(X,HR) l’ensemble des classes de courants positifs d-fermés de bidegré (1,1),
Πn−1(X)⊂ V n−1,n−1R (X) l’ensemble des classes de courants positifs ddc-fermés de bidegré
(n− 1, n− 1) (ou de bidimension (1,1)),
et G(X) ⊂ Πn−1(X) l’ensemble des classes de (n − 1, n − 1)-formes strictement positives
ddc-fermées (“formes de Gauduchon”).
DÉFINITION 1.1. – Soit α ∈H 1(X,HR). La classe α est nef si elle contient une forme α˜ de
classe C∞ possédant la propriété suivante :
Pour tout ε > 0, il existe χε de classe C∞ telle que : α˜+ ddcχε >−εψ.
Remarques. –
(1) Cette propriété ne dépend que de la classe α et non du représentant choisi ou de la forme
strictement positive ψ .
(2) Toute classe nef est la classe d’un courant positif (voir le Théorème 1.2).
(3) Soit τ = α˜+ ddcχ un courant positif d-fermé. Si ν(τ, x)= 0 en-dehors d’un ensemble au
plus dénombrable, la classe de τ dans H 1(X,HR) est nef (c’est une conséquence du théorème
de régularisation de Demailly [7]). C’est par exemple le cas si χ est continue.
(4) Pour des exemples, contrexemples et propriétés des classes nef, voir [9].
THÉORÈME 1.2. – On a :
(1) α ∈ P 1nef(X)⇐⇒ α|Πn−1 > 0,
(2) α ∈ P 1(X) \ {0}⇐⇒ α|G(X) > 0.
Démonstration. –
(1). On utilise le lemme suivant :
LEMME 1.3. – Soit θ une (1,1)-forme réelle. Il y a équivalence entre :
(a) (θ, T )> 0 pour tout courant T positif ddc-fermé de bidimension (1,1),
(b) ∀ε > 0,∃χε de classe C∞, tel que θ + ddcχε >−εψ.
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Démonstration du Lemme. –
(b)⇒ (a) : Nous avons (θ + ddcχε,T ) > −ε(ψ,T ) pour tout courant positif T de
bidimension (1,1). Si ddcT = 0, on obtient (θ, T )>−ε(ψ,T ) pour tout ε > 0. D’où (θ, T )> 0.
(a)⇒ (b) : L’ensemble Cn−1 := {T ∈ D′n−1,n−1R (X) | T > 0 et (ψ,T ) = 1} est convexe
compact dans D′R.
L’ensemble V des (n − 1, n − 1)-formes strictement positives ddc-fermées est un (cône)
convexe ouvert dans E = {ω ∈ En−1,n−1R (X) | ddcω= 0}. On a (θ,ω)> 0 pour tout ω dans V .
Deux cas peuvent se présenter :
(1) ou bien θ |V = 0 :
Dans ce cas θ |E = 0, car V est ouvert dans E. D’après la dualité entre H 1(X,HR) et
V
n−1,n−1
R (X), il existe χ ∈ D′0R(X) telle que θ =−ddcχ . Puisque θ est de classe C∞, χ l’est
aussi. On prend χε = χ pour tout ε.
(2) ou bien (θ,ω1) > 0 pour un ω1 dans V :
Soit Dn−1 =Cn−1 ∩ ′E où ′E = {T ∈D′n−1,n−1R (X) | ddcT = 0}.
Dn−1 est convexe, faiblement compact (et non vide car il contient des formes de Gauduchon).
Soit ω1 ∈ V . On peut supposer ω1 ∈ Dn−1. Pour ε > 0, soient C(ε) = Cn−1 + εω1 et
D(ε) = Dn−1 + εω1. On peut vérifier que C(ε) ∩ ′E = D(ε), car ω1 est ddc-fermée. Les
conditions θ |Dn−1 > 0 et (θ,ω1) > 0 impliquent θ |D(ε) > 0.
Le sous-espace F = ′E ∩ {T ∈ D′n−1,n−1R (X) | (θ, T ) = 0} est faiblement fermé dans
D′n−1,n−1R (X) et de codimension 1 dans ′E. De plus :
C(ε) ∩F = ′E ∩ {T ∈D′n−1,n−1R (X) | (θ, T )= 0}∩C(ε)
=D(ε) ∩ {T ∈D′n−1,n−1R (X) | (θ, T )= 0}
=∅.
On peut séparerC(ε) et F par une (1,1)-forme βε nulle sur F et strictement positive sur C(ε).
L’ égalité (θ,ω1)= λε(βε,ω1) définit un réel λε strictement positif.
La forme θ − λεβε est nulle sur ′E, car θ et βε s’annulent sur le même hyperplan F de ′E. Il
existe donc χ˜ε ∈ E0R(X) telle que θ − λεβε =−ddcχ˜ε et la (1,1)-forme θ + ddcχ˜ε = λεβε est
strictement positive sur C(ε).
Si T ∈ Cn−1, T + εω1 ∈C(ε). Donc (θ + ddcχ˜ε, T + εω1) > 0 pour tout T ∈ Cn−1.
(θ + ddcχ˜ε, T )+ (θ + ddcχ˜ε, εω1) > 0. Comme ddcω1 = 0, on obtient(
θ + ddcχ˜ε, T
)
>−ε(θ,ω1) pour tout T ∈ Cn−1.
Soit m= (θ,ω1). Si T est un courant positif non nul, T/(ψ,T ) ∈ Cn−1. D’où(
θ + ddcχ˜ε, T
)
>−εm(ψ,T )
pour tout courant positif T , ce qui signifie θ + ddcχ˜ε >−εmψ . On prend χε = χ˜ε/m.
(2) Soit α˜ une (1,1)-forme d-fermée dans la classe α. Si l’on note V l’ensemble des
(n− 1, n− 1)-formes strictement positives ddc-fermées, on a α˜|V > 0.
On conclut grâce au lemme :
LEMME 1.4. – Soit θ une (1,1)-forme. Si (θ,ω)> 0 pour toute (n− 1, n− 1)-forme positive
ddc-fermée, il existe χ ∈D′0R(X) tel que : θ + ddcχ > 0.
Démonstration du Lemme. – On a : θ |V > 0. On peut distinguer deux cas :
Cas 1 : il existe ω0 ∈ V tel que (θ,ω0)= 0.
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Soit β une (n − 1, n − 1)-forme ddc-fermée. Pour t ∈ R, définissons ωt = (1 − t)ω0 + tβ
et f (t) = (θ,ωt ). Il existe ε > 0 tel que ωt ∈ V pour −ε 6 t 6 ε. On a donc f (ε) > 0 et
f (−ε) > 0. Comme f (0) = (θ,ω0) = 0, on en déduit que f est identiquement nulle et que
(θ,β)= f (1)= 0. Ainsi (θ,β)= 0 pour toute (n− 1, n− 1)-forme β ddc-fermée. D’après la
dualité, il existe χ ∈D′0R(X) tel que θ =−ddcχ et donc θ + ddcχ = 0.
Cas 2 : θ |V > 0.
Notons :
– U l’ensemble des (n− 1, n− 1)-formes strictement positives,
– E l’ensemble des (n− 1, n− 1)-formes ddc-fermées,
– F = {β ∈E | (θ,β)= 0}.
On a U ∩E = V et comme θ |V > 0, V ∩ F = ∅. D’où U ∩ F = V ∩ F = ∅. Le théorème de
Hahn–Banach permet de séparer U et F par un courant τ de bidegré (1,1) strictement positif sur
U et nul sur F . C’est un courant positif nul sur F . Soit Ω ∈V. On a : (θ,Ω)= λ(τ,Ω) pour un
réel strictement positif λ. F est de codimension 1 dans E. Donc θ −λτ |E = 0, et comme dans le
cas 1, il existe χ ∈D′0R(X) tel que θ − λτ =−ddcχ. Le courant θ + ddcχ = λτ est positif. 2
2. Classes de formes et de courants kählériens
Soit X une variété complexe compacte, ψ une (1,1)-forme strictement positive.
On appelle courant kählérien un courant τ de bidegré (1,1) d-fermé strictement positif,
i.e. minoré par une forme strictement positive. On note G(X) l’ensemble des classes (dans
V
n−1,n−1
R (X)) de (n− 1, n− 1)-formes strictement positives ddc-fermées.
THÉORÈME 2.1. – On suppose que X possède un courant kählérien. Soit α ∈H 1(X,HR).
α est la classe d’un courant kählérien si et seulement si :
α|G(X)\{0} > 0,
où G(X) est l’adhérence de G(X) dans V n−1,n−1R (X).
Démonstration. – On note E l’ensemble des (n − 1, n − 1)-formes réelles ddc-fermées, U
l’ensemble des (n− 1, n− 1)-formes strictement positives et V =U ∩E l’ensemble des formes
strictement positives ddc-fermées.
Soit A = {Ω ∈ V | (ψ,Ω) = 1} et K l’adhérence faible de A dans D′n−1,n−1R (X). K est
convexe, faiblement compact. On note :
B1,1 :=
{
T ∈D′n−1,n−1R (X) | ∃S ∈D′n−1,n−2(X), T = ∂¯S + ∂S¯
}
l’ensemble des courants de bidimension (1,1) composantes d’un bord. Le sous-espace B1,1 est
faiblement fermé (cf [11]).
Soit α˜ une (1,1)-forme d-fermée représentant α. Puisqu’il existe un courant kählérien sur X,
K ∩B1,1 = ∅. Si T ∈K , [T ] ∈G(X) \ {0}. Donc (α, [T ]) > 0 et (α˜, T )= (α, [T ]) > 0 pour tout
T dans K . Puisque K est compact, nous aurons (α˜, T )>C > 0 pour T dans K .
Soit θ = α˜−Cψ . Nous avons (θ,Ω)> 0 pourΩ dans A. Donc (θ,Ω)> 0 pour Ω dans V .
D’après le Lemme 1.4 il existe χ ∈D′0R(X) tel que θ + ddcχ > 0, ce qui se traduit par
α˜−Cψ + ddcχ > 0.
Donc τ = α˜+ ddcχ est un courant kählérien dans la classe α. 2
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THÉORÈME 2.2. – Soit X une variété kählérienne compacte et α ∈H 1(X,HR).
α est la classe d’une forme kählérienne si et seulement si
α|Πn−1(X)\{0} > 0.
Démonstration. – On noteC1 l’ensemble des courants T positifs de bidimension (1,1) tels que
(ψ,T )= 1 et E l’ensemble des courants ddc-fermés. Soit D1 =E ∩ C1. Si B1,1 est l’ensemble
des courants composantes d’un bord, alors X kählérienne compacte implique C1 ∩ B1,1 = ∅.
Comme B1,1 ⊂ E, nous avons D1 ∩ B1,1 = C1 ∩ B1,1 = ∅. Si α˜ est une (1,1)-forme d-fermée
représentantα, et T ∈D1, alors (α˜, T )= (α, [T ]) > 0 car T ∈D1 implique [T ] ∈Πn−1(X)\{0}.
Soit F = {T ∈ E|(α˜, T )= 0}. L’ensemble D1 ∩ F est vide, car α˜ est strictement positive sur
D1. Comme F est un sous-espace de E, nous aurons :
C1 ∩F =C1 ∩E ∩ F =D1 ∩F = ∅.
Il existe β strictement positive sur C1 et nulle sur F . La compacité de C1 implique
(β,T ) > k > 0 pour T ∈ C1. Donc (β,T ) > k(ψ,T ) pour tout courant positif T . Soit Ω0 une
(n− 1, n− 1)-forme ddc fermée telle que (ψ,Ω0)= 1. Puisque (α˜,Ω0) > 0 et (β,Ω0) > 0, le
réel λ défini par (α˜,Ω0)= λ(β,Ω0) est strictement positif.
La (1,1)-forme α˜ − λβ est nulle sur E car F est de codimension 1 dans E. Il existe donc
χ ∈ ER0 telle que α˜−λβ =−ddcχ , ce qui montre que α˜+ddcχ = λβ est une forme kählérienne
dans la classe α. 2
Le Théorème 2.2 suppose X kählérienne. On peut avoir un “véritable” théorème de Kleiman
en faisant une hypothèse sur X.
L’ensemble D1 = {T ∈ D′Rn−1,n−1(X) | T > 0, ddcT = 0 et (ψ,T ) = 1} est convexe
faiblement compact. Notons E(D1) l’ensemble des éléments extrêmaux de D1. Nous pouvons
maintenant énoncer la propriété
(P ): E(D1)∩B1,1 = ∅.
THÉORÈME 2.3. – Soit X une variété complexe compacte possédant la propriété (P ) ;
X est kählérienne si et seulement si il existe α ∈H 1(X,HR) telle que
α|Πn−1(X)\{0} > 0.
Une telle classe α est alors la classe d’une forme kählérienne.
Démonstration. – Nous utiliserons le théorème de Harvey–Lawson sous la forme :
“X est kählérienne⇔D1 ∩B1,1 = ∅”.
Soit α˜ une (1,1)-forme représentant α. Pour t ∈ E(D1), on a [t] ∈ Πn−1(X) \ {0} car t est
un courant positif pluriharmonique non nul et X possède la propriété (P ). Nous avons donc
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Soit T ∈ D1. D’après le théorème de Choquet, il existe une mesure positive µT sur E(D1)





En particulier, (ψ,T ) = 1 et (ψ, t) = 1 impliquent ∫ dµT (t) = 1. Donc limµT (Fn) = 1 et il
existe N tel que µT (FN)> 1/2. Nous aurons alors (α˜, T )> 1/2N > 0. Comme α˜ est nulle sur
B1,1, on obtient D1 ∩B1,1 = ∅, ce qui achève la démonstration du théorème. 2
3. Courants positifs fermés ou pluriharmoniques
Soit T un courant positif sur X et Y un sous-espace fermé. Soit (Kn) une suite exhaustive de
compacts de X \ Y et (ϕn) une suite de fonctions C∞ sur X telles que :
– 06 ϕn 6 ϕn+1 6 1,
– ϕn|Kn ≡ 1,
– suppϕn ⊂Kn+1 ;
– On définit 1X\YT := limn→∞ ϕnT et 1Y T := limn→∞(1− ϕn)T .
Soit τ un courant de bidegré (1,1) d-fermé. Il existe une (1,1)-forme d-fermée α et χ ∈
D′0R(X) tels que τ = α+ ddcχ . La (1,1)-forme γ est continue.
PROPOSITION 3.1. – On suppose X compacte. τ = α + ddcχ est un courant de bidegré
(1,1), d-fermé. T est un courant positif de bidimension (1,1), ddc-fermé (“pluriharmonique”).
Y est un sous-ensemble analytique fermé.
Supposons :
(i) τ > γ ,
(ii) 1Y T = 0,
(iii) ν(τ, x)6 η pour tout x ∈X \ Y .
Alors :
(α,T )> (γ,T )−Kη(ψ,T ),
où K est un réel strictement positif ne dépendant que de (X,ψ).
Démonstration. – D’après le théorème de régularisation de Demailly [7], pour tout c > 0, il
existe des fonctions χk réelles, de classe C∞ sur X \ Ec(τ), des fonctions continues λk telles
que limλk(x)=min(ν(τ, x), c) en tout point de X et
α+ ddcχk > γ − λkKψ − εkψ
pourK > 0 assez grand (ne dépendant que de (X,ψ)).
Soit M = supx∈X ν(τ, x). Pour c =M + 1, Ec(τ) = ∅. Les χk sont alors C∞ sur X. Nous
aurons donc : (ddcχk,T )= (χk, ddcT )= 0. D’où l’inégalité :
(α,T )> (γ,T )−K(λkψ,T )− εk(ψ,T ).
En tout point de X, limλk(x)= ν(τ, x). Donc sur X \ Y , on a limλk(x)6 η.
La suite (λk) est décroissante. On peut donc lui appliquer le lemme de Dini.
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LEMME DE DINI. – Soit K un compact de X \ Y . ∀ε > 0, ∃k(ε) tel que :
k > k(ε)⇒ sup
x∈K
λk(x)6 η+ ε.
Suite de la démonstration de la Proposition. – Appliquons le lemme de Dini à (Kn). Il existe
k1(n) tel que





Comme limεk = 0, on peut supposer que εk 6 1/n pour k > k1(n).










6 (M + 1)(ψ, (1− ϕn)T ).
Pour k > k1(n), (λkψ,ϕnT )6 (η+ 1/n)(ψ,ϕnT ), car supp (ϕn)⊂Kn+1.
lim εk(ψ,T )= 0.




, pour k > k1(n).
La suite (λkψ,T ) converge car (λk) est décroissante. Pour tout entier n,





On en déduit :
lim(λkψ,T )6 η(ψ,1X\YT )+ (M + 1)(ψ,1YT ).
Comme 1Y T = 0, on a 1X\YT = T et donc (α,T )> (γ,T )−Kη(ψ,T ). 2
COROLLAIRE 3.2. – Si ν(τ, x)≡ 0 sur X \ Y, alors :
1Y T = 0⇒ (α,T )> (γ,T ).
COROLLAIRE 3.3. – Soit T un courant positif ddc-fermé de bidimension (1,1). Si 1Y T = 0
pour tout sous-ensemble analytique propre, alors [T ] ∈Πn−1nef (X).
4. Application aux surfaces compactes
X est une surface complexe compacte, ψ une (1,1)-forme strictement positive sur X. D’après
un théorème de Gauduchon, nous pouvons choisir ψ ddc-fermée.
L’injection I :D′1,1R (X) → D′2R(X) et la projection pi1,1 :D′2R(X) → D′1,1R (X) induisent
des morphismes en cohomologie i :H 1(X,HR) → H 2(X,R) et p :H 2(X,R) → V 1,1R (X)
respectivement.
Nous noterons Im i = H 1,1(X,R). C’est l’ensemble des classes de De Rham représentables
par des formes de bidegré (1,1), réelles et d-fermées.
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Si α ∈H 1(X,HR) et θ ∈H 2(X,R), on a : i(α) ·θ = (α,p(θ)), où · est la forme d’intersection
sur H 2(X,R) et ( , ) la dualité entre H 1(X,HR) et V 1,1R (X).
PROPOSITION 4.1. – Soit X une surface complexe compacte.
(a) Toute classe α ∈ P 1nef(X) contient un courant nef pluriharmonique, i.e limite de formes
positives ddc-fermées.
(b) α ∈ P 1nef(X)⇒ i(α)2 > 0.
Démonstration. – (a) Soit α˜ une (1,1)-forme d-fermée représentant α et ψ une (1,1)-forme
strictement positive ddc-fermée.
α ∈ P 1nef signifie :
∀ε > 0, ∃ χεC∞ tel que α˜+ ddcχε >−εψ.







)∧ψ + ε ∫
X
ψ ∧ψ > 0.
















pour 0 < ε < 1. La suite de courants positifs (τ1/n) contient une sous-suite qui converge
faiblement vers un courant nef pluriharmonique dans la classe α.
(b) Pour ε > 0, on a :∫
X
τε ∧ τε =
∫
X
α˜ ∧ α˜+ 2ε
∫
X
α˜ ∧ψ + ε2
∫
X








τ 2ε > 0;
ce qui achève la démonstration de la proposition. 2
PROPOSITION 4.2. – Soit C une courbe irréductible. On note αC sa classe dansH 1(X,HR).
Alors :
C2 > 0⇒ αC ∈ P 1nef(X).
Démonstration. – Soit τ le courant d’intégration sur C. On a : τ = α˜ + ddcχ où α˜ est une
forme C∞ dans la classe αC . Si T est un courant positif ddc-fermé de bidimension (1,1), on a
une décomposition : T = T˜ + λτ avec λ> 0 et 1CT˜ = 0 (cf. [3]).
Dans V 1,1R , on a [τ ] = p ◦ i(αC) et [T ] = [T˜ ] + λ[τ ] = [T˜ ] + λp ◦ i(αC).
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Donc : (αC, [T ])= (αC, [T˜ ])+ λ(αC,p ◦ i(αC)).
D’une part, (αC,p ◦ i(αC))= i(αC)2 =C2 > 0.
D’autre part, le Corollaire 3.2 appliqué avec Y = C et η = 0 donne (α˜, T˜ ) > 0 et donc
(αC, [T˜ ])= (α˜, T˜ )> 0.
On en déduit (αC, [T ])> 0 pour tout [T ] ∈Π1 donc αC ∈ P 1nef d’aprés le Théorème 1.2. 2
PROPOSITION 4.3. – On note (Ej )j∈J les courbes de self-intersection strictement négative,
ej la classe de Ej dans H 1(X,HR), [Ej ] sa classe dans V 1,1R (X).
(a) P 1(X)= P 1nef(X)+
∑
R+ej .
(b) Π1(X)=G(X)+∑R+[Ej ] =Π1nef(X)+∑R+[Ej ].
Démonstration. – (a) Tout courant positif d-fermé τ s’écrit τ = τ˜ +∑anDn , avec Ec(τ˜ ) fini
pour tout c > 0 (décomposition de Siu).
Soit T un courant positif ddc-fermé de bidimension (1,1). Pour tout Y fini, 1Y T = 0 (cf. [1]).
On écrit τ˜ = α˜ + ddcχ , avec α˜d-fermée de bidegré (1,1). D’après la Proposition 3.1,
(α˜, T )>−Kc(ψ,T ) pour tout c > 0.
Donc (α, [T ]) = (α˜, T ) > 0, ce qui prouve que la classe α de α˜ dans H 1(X,HR) est nef.
Dans la décomposition de Siu, les courbes de self-intersection non-négative ont une classe
nef (Proposition 4.2). Nous pouvons donc écrire : τ = τ1 +∑bjEj où la classe de τ1 dans
H 1(X,HR) est nef.
(b) Pour les courants positifs ddc-fermés, nous utiliserons le théorème de décomposition de
Bassanelli [3] :
T = T1 +
∑
cjEj , avec cj > 0 et 1Ej T1 = 0 pour tout j.
Si ej est la classe de Ej dans H 1(X,HR), nous aurons : (ej , [T1]) > 0 pour tout j , en
appliquant le Corollaire 3.2.
Si α ∈ P 1(X), d’après (a), α = α1 +∑bj ej , avec α1 ∈ P 1nef et bj > 0, on a :(
α, [T1]
)= (α1, [T1])+∑bj(ej , [T1]).
Comme α1 nef implique (α1, [T1])> 0 et que (ej , [T1])> 0 pour tout j , on obtient (α, [T1])> 0,
pour tout α ∈ P 1(X), ce qui, d’après le Théorème 1.2, montre que [T1] ∈Π1nef(X)=G(X). 2
5. Le cône kählérien d’une surface
Soit X une surface kählérienne compacte.
Comme b1 = 2h0,1, i :H 1(X,HR)→ H 2(X,R) est injectif et, par dualité, p :H 2(X,R)→
V
1,1
R (X) est surjectif.
De plus, il existe une application linéaire S :Z1,1ddc(X)→Z2d (X) telle que : S(ω)= ∂γ +ω+
∂γ , où γ est une (1,0)-forme [14].
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ω∧ω, car ∂γ ∧ ∂γ > 0.
Notons s :V 1,1R (X)→H 2(X,R) l’application induite par S en cohomologie. Elle est injective
et l’on a : Im s = Im i =H 1,1(X,R).
La forme d’intersection sur H 2(X,R) induit sur H 1,1(X,R) une forme bilinéaire symétrique
de signature (1, h− 1) où h= dimRH 1,1(X,R).
Soit CX = {α ∈H 1,1(X,R) | α2 > 0}.
Le côneCX a deux composantes connexes, chacune étant convexe à base compacte (cf. Lemme
5.2).





ω∧ ω > 0.
Donc s([ω])2 > 0.






– C+X la composante connexe de CX contenant s(G(X)),
– Kähl(X)⊂H 1(X,HR) l’ensemble des classes kählériennes
– et KX = i(Ka¨hl(X)).




5.1. Classes de courants kählériens
THÉORÈME 5.1. – Tout élément de C+X est la classe d’un courant kählérien.
Démonstration. – Nous aurons besoin du lemme suivant :









Notons C = {x ∈ Rn+1 | q(x) > 0} et C+ = {x ∈ C | x0 > 0}. Soient x ∈ C et y ∈ C+ \ {0}.
Alors :
x ∈C+ ⇐⇒Q(x,y) > 0.
Démonstration du Lemme. – On suppose n> 1.
x = (x0, ξ) et y = (y0, η), avec ξ, η ∈Rn.
q(x) > 0⇐⇒‖ξ‖2 < x20
y ∈C+ \ {0} équivaut à {q(y)> 0 et y0 > 0}.
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Nous avons donc : ‖η‖ 6 y0 et ‖ξ‖ < |x0|. Si ξ · η est le produit scalaire dans Rn, |ξ · η|6
‖ξ‖ × ‖η‖< |x0|y0.
Notons ε le signe de x0. En écrivant |x0| = εx0, nous avons :
−εx0y0 < ξ · η < εx0y0.
Or Q(x,y)= x0y0 − ξ · η. ε= 1 implique Q(x,y) > 0. ε =−1 implique Q(x,y) < 0. D’où
le lemme. 2
Démonstration du Théorème. – L’injectivité de s et s(G(X))⊂C+X impliquent
s
(
G(X) \ {0})⊂C+X \ {0}.
Soit α ∈ C+X. Nous avons α = i(α′) pour un α′ dans H 1(X,HR). Si β ∈ G(X) \ {0}, on a
s(β) ∈C+X \ {0}.
D’aprés le Lemme 5.2, α · s(β) > 0.
i(α′) · s(β)= (α′,p ◦ s(β))= (α′, β).
Donc (α′, β) > 0 pour tout β ∈G(X) \ {0}. D’après la Proposition 2.1, α′ est la classe d’un
courant kählérien. 2
5.2. Classes de formes kählériennes
THÉORÈME 5.3. – Soit X une surface kählérienne compacte, ω0 ∈ C+X \ {0}.
Soit α ∈H 1,1(X,R). α ∈KX si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) α2 > 0,
(ii) α · ω0 > 0,
(iii) α · ej > 0 pour tout j .
Démonstration. – Ces conditions sont manifestement nécessaires. Montrons qu’elles sont
suffisantes.
D’après le Lemme 5.2, les conditions (i) et (ii) impliquent α ∈ C+X. Soit T un courant positif
ddc-fermé de bidimension (1,1). Dans V 1,1R (X),
[T ] = [T1] +
∑
aj [Ej ],
avec [T1] ∈Π1nef, aj > 0 (Proposition 4.3(b)).
T 6= 0 ⇒ [T ] 6= 0, car X est kählérienne. Puisque α ∈ H 1,1(X,R), α = i(α′) pour un
α′ ∈H 1(X,HR). Nous avons (α′, [T ])> (α′, [T1]) grâce à (iii) et aj > 0.
Par définition,Π1nef(X)=G(X).
Comme α′ est la classe d’un courant kählérien, [T1] 6= 0 implique (α′, [T1]) > 0, donc
(α′, [T ]) > 0.
Si [T1] = 0, il existe j0 tel que aj0 6= 0. Nous aurons alors (α′, [T ])> aj0(α′, [Ej0]) > 0, car
(α′, [Ej0])= α · ej0 > 0. Donc pour tout [T ] ∈Π1(X) \ {0}, on a (α′, [T ]) > 0, ce qui, d’après
la Proposition 2.2, implique que α′ ∈Ka¨hl(X), donc α ∈KX. 2
Remarque. – Le Théorème 5.3 était connu pour les surfaces K3 (cf. [5]).
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PROPOSITION 5.4. – Soit τ un courant kählérien sur X. Il existe des aj > 0 tels que
{τ −∑ajEj } ∈KX.
Démonstration. – On écrit τ = τ˜ +∑cjDj où τ˜ est C∞ en-dehors d’un nombre fini de points
(décomposition de Siu et théorème de Demailly). D’après le théorème de Miyaoka, {τ˜} ∈ KX.



















Comme KX est stable par addition de classes nef, on obtient le résultat. 2
COROLLAIRE 5.5. – Soit X une surface kählérienne compacte, ω˜0 une forme semi-positive
d-fermée non triviale. Soit α˜ une (1,1)-forme d-fermée.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) il existe une fonction χ de classe C∞ telle que α˜+ ddcχ soit strictement positive.
(b) α˜ vérifie :
(i) ∫
X
α˜ ∧ α˜ > 0,
(ii) ∫
X
α˜ ∧ ω˜0 > 0,
(iii) ∫Ej α˜ > 0.
Démonstration. – C’est une traduction du Théorème 5.3. 2
COROLLAIRE 5.6. – Pour toute (1,1)-forme ω strictement positive ddc-fermée, il existe une
(1,0)-forme σ telle que
ω˜ := ω− (∂σ¯ + ∂¯σ )
soit strictement positive d-fermée (ω˜ est une forme kählérienne).
Démonstration. – On sait que s
(
G(X)
) ⊂ C+X et la condition (b)(iii) est vraie car ω est
strictement positive. 2
Par dualité, nous avons le :
COROLLAIRE 5.7. – Si T est un courant positif ddc-fermé, il existe σ ∈ D′1,0(X) tel que le
courant τ := T + ∂σ¯ + ∂¯σ soit positif et d-fermé.
6. Classes de fibrés amples
On a un diagramme de suites exactes de faisceaux :
0 → Z → O e−→ O∗ → 1
↓ j ↓ id ↓ a
0 → R → O Im−→ HR → 0 ,
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où : e(f ) = e2ipif , Im(f ) = Imf et a(g) = − 12pi ln |g|. On obtient un diagramme de suites
exactes de cohomologie :
· · · → H 1(X,O) k−→ H 1(X,O∗) c1−→ H 2(X,Z) → H 2(X,O)→
↓ Id ↓ cˆ ↓ j
· · · → H 1(X,O) kˆ−→ H 1(X,HR) i−→ H 2(X,R) → H 2(X,O)→
Si L est un fibré en droites holomorphe, c1(L) ∈ H 2(X,Z) sa classe de Chern entière, on a
j (c1(L)) ∈H 1,1(X,R). En effet, i ◦ cˆ= j ◦ c1 et H 1,1(X,R)= Im i.
Nous noterons L2 = c1(L)2 ∈ Z. Kodaira a démontré que l’existence d’un fibré en droites
holomorphe L tel que L2 > 0 caractérisait les surfaces projectives. Sa démonstration utilise
le théorème de Riemann–Roch ainsi que le théorème de Chow–Kodaira (“toute surface de
Moishezon est projective”). En utilisant un autre théorème de Kodaira (“tout fibré en droites
positif est ample”) ainsi que le Théorème 5.3, nous allons retrouver le critère d’amplitude de
Nakai–Moishezon pour les surfaces.
PROPOSITION 6.1 (Kodaira [13]). – Soit X une surface compacte. S’il existe sur X un fibré
en droites L tel que L2 > 0, alors X est projective.
Démonstration. – Remarquons d’abord que l’hypothèse sur L implique que b1(X) est pair,
donc que X est kählérienne (théorème de Kodaira sur l’indice de la forme d’intersection d’une
surface).
Notons α la classe de Chern de L dansH 2(X,R) : α = j (c1(L)). Nous avons α2 > 0. D’après
le Lemme 5.2, quitte à prendre −L, nous pouvons supposer α ∈ C+. Ceci veut dire que α est la
classe d’un courant kählérien τ.
Nous avons τ = τ1 +∑ajEj , où les Ej sont des courbes de self-intersection strictement
négative (que l’on peut supposer en nombre fini). De plus, la classe α1 de τ1 est nef. Prenons des
εj réels tels que les aj − εj soient des rationnels positifs ou nuls. Soit τ˜ = τ1 +∑εjEj .
La classe de τ1 contient une forme kählérienne (Théorème 5.3).
En choisissant les εj assez petits, la classe de τ˜ contiendra une forme kählérienne.
La classe de τ˜ est rationnelle, de type (1,1). En multipliant par un entier positif convenable, on
peut supposer que c’est la classe d’un fibré en droites holomorphe F. Un tel fibré est ample. 2
THÉORÈME 6.2 (de Nakai–Moishezon). – Soit (X,A) une surface projective polarisée, L un
fibré en droites. Pour que L soit ample il faut et il suffit que :
(i) L2 > 0,
(ii) L.A > 0,
(iii) L.Ej > 0 pour toute courbe Ej de self-intersection négative.
Remarque. – Au lieu d’un fibré ample, on aurait pu choisir dans (ii) une courbe irréductible C
telle que C2 > 0 ou n’importe quelle classe nef non triviale.
7. Les cônes positifs d’une surface non-kählérienne
Dans cette section, nous nous proposons d’étudier le cône positif P 1(X) lorsque X est une
surface non-kählérienne. Pour cela, il suffit de caractériser P 1nef(X).
Puisque X n’est pas kählérienne, b1 est impair et la forme d’intersection est définie négative
surH 1,1(X,R). Toute forme positive d-fermée est donc d-exacte car {ω}2 = ∫X ω2 > 0 implique
{ω} = 0 dansH 2(X,R). Ceci est encore vrai si la forme positiveω est la composante (1,1) d’une
2-forme réelle d-fermée (voir la démonstration du Lemme 7.2).
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THÉORÈME 7.1. – Si X est une surface compacte non kählérienne,
P 1nef(X)=R+α
où α est la classe d’un courant positif d-exact limite de formes positives ddc-fermées.
Démonstration. – Soit β une classe nef. D’après la Proposition 4.1, i(β)2 > 0, ce qui
implique i(β) = 0 (la forme d’intersection est définie négative sur H 1,1(X,R)). Ceci montre
que P 1nef(X)⊂ ker i.
La suite exacte
0→H 1(X,R)→H 1(X,O)→H 1(X,HR)→H 2(X,R)→H 2(X,O)→ ·· ·
et la non-kählérianité impliquent que le noyau de i :H 1(X,HR)→H 2(X,R) est de dimension 1
(car b1 = 2h0,1− 1).
Il suffira donc de trouver une classe nef dans ker i , ce qui se fera à l’aide du lemme suivant :
LEMME 7.2. – G(X) ∩ Imp = ∅.
Démonstration. – Soit ω une (1,1)-forme positive ddc-fermée. Le fait que [ω] ∈ Imp se
traduit par l’existence d’une 2-forme réelle d-fermée θ˜ dont la partie (1,1) égale ω. Il existe
une (2,0)-forme β telle que θ˜ := β + ω+ β¯. En utilisant la symétrie de Hodge sur H 2(X,R),
on peut démontrer l’existence d’une (1,0)-forme γ telle que θ = ∂γ +ω+ ∂γ soit d-fermée. La















Comme la forme d’intersection est définie négative sur H 1,1(X,R), on en déduit :
{ω˜}2 = 0,
∫
∂γ ∧ ∂γ = 0 et
∫
ω∧ω= 0.
Ceci implique que {ω˜} = 0, ∂γ = 0 et ω∧ ω= 0.
Puisque ω∧ ω= 0, la (1,1)-forme ω ne peut être strictement positive en aucun point. 2
En utilisant le théorème de Hahn–Banach et le lemme précédent, on peut séparer G(X) et
Imp par une forme linéaire α ∈H 1(X,HR) strictement positive sur G(X). C’est donc la classe
d’un courant positif non trivial. Cette classe est nulle sur Imp, ce qui se traduit par (α,p(β))= 0
pour tout β ∈H 2(X,R). Comme (α,p(β)) = i(α) · β , la dualité de Poincaré–De Rham donne
i(α)= 0. On a donc ker i =Rα.
Il reste à démontrer que α ∈ P 1nef(X).
Soit [T ] = [T1] +∑aj [Ej ] la classe d’un courant positif ddc-fermé ([T1] est nef et aj > 0).
Comme, (α, [Ej ])= i(α) ·{Ej } = 0, on a (α, [T ])= (α, [T1])> 0 car α est la classe d’un courant
positif d-fermé et [T1] est nef.
Nous avons donc (α, [T ])> 0 pour tout courant positif ddc-fermé. D’après le Théorème 1.2,
la classe α est nef. 2
Notons α une classe nef engendrant ker i .
COROLLAIRE 7.3. – Si ω une (1,1)-forme réelle ddc-fermée vérifiant les deux conditions
suivantes
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il existe une (1,0)-forme σ telle que ω+ ∂σ¯ + ∂¯σ soit strictement positive.
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